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Zasadni informace pro nasledné ¢teni prikladu

Tvrzeni:
Pravidlo tautologie (PTT) Kazda tautologie je dokazatelnd v predikatové logice.
Pravidlo o rozboru piipadu (PR) THAvVvB)-Ce(T+HA->C)a(T+-B-C(0)
Pravidlo konjunkce (PK) THAaT+-B<sT+A& B
Pravidlo tranzitivity implikace (PTT) THA—-BalT+-B->C=TrHA->C
Diikaz.

1. PTT plyne z toho, ze predikatova logika 1. fadu v sobé pfirozené obsahuje vyrokovou logiku
(tj. kazd4d formule je vyrok nad prvovyroky, které predstavuji atomické formule a formule
zacinajici kvantifikdtorem).

2. PR plyne z PTT a z faktu, ze (Av B) - C < ((A— B) & (B — ()) je tautologie.
3. PK plyne z toho, z2e A - (B — (A & B)) je tautologie, z PTT a z definice symbolu |-.
4. PTI plyne z toho, ze (A - B) — ((B — C) - (A — (C)) je tautologie.
O

Dalsi zakladni poucky, pravidla, véty a axiomy a jejich symbolické oznaceni

Poucka, pravidlo, axiom Symbol Formulace

Pravidlo Modus Ponens MP Odvod Bz AaA— B
Pravidlo Generalizace PG Odvod (Vz)A z A
Axiom Specifikace AxS (Vo)A — Ag[t]; Az[t] — (3x)A (" dudlni verze”)
Axiom Preskoku AxP (Vz)(A - B) - (A — (Vz)B), neni-li  volnd v A.
Pravidlo Zavedeni Y PZv T+HA—->B=TF A— (Y2)B, neni-li x volnd v A.
Pravidlo Zavedeni 3 P73 T+HA—->B=T} (3z)A — B, neni-li z volnd v B.
Véta o uzdvéru VU THAe TR A, jeli A uzdver A.
Véta o Instanci VI TH—A=Tr A, jeli A’ instance A.
Véta o Substituci VS a) - (Yo1,...,xn)A = Ay oo [t tn]
b) = Agjlym}zn [ﬁl, ce 7tn] - (E'Lll‘l, RN 7J,‘n)A
Véta o Konstantach VK THAsT Ay z.lci,- .. cn], je-li T rozsifeni o
nové konstantni symboly ¢;, 1 < i < n.
Véta o Dedukci VD Je-li A sentence, tak T A+ B< T+ A — B.
Dikaz sporem DS Je-li A sentence, tak T, = A je spornda < T | A.
Pravidlo Distribuce @ PDQ THA—->B=TF (Qv)A - (Qz)B.
Véta o Ekvivalenci VE Necht formule A’ vznikne z formule A nahrazenim

nékterych vyskytt podformuli Ay, Ao, ..., A, po fadé
formulemi A%, AS, ..., A kde pro Vie {1,...,n} je
F A; & Al Potom: - A« A'.

Véta o Variantdch \'A% A« A je-li A’ varianta A.



Dalsi bézné uzivanéd symbolickd oznaceni:

e Q ...oznaceni pro kvantifikdtor (V,3)

e = ...znadi ¢eské ”implikuje”.

e & ...znadi ¢ceské ”je ekvivalentni”.

e — ...symbol pro implikaci ve formalnim jazyce

e « ...symbol pro ekvivalenci ve formalnim jazyce

e Pro formule A, B symbol A = B znaé¢i "formule A je B”; obdobné o termech ¢, s muzeme
prohlésit t = s

e Je-li A formule resp. ¢ je term, symbol A(T) resp. t(T) znaci, ze T je néjaka n-tice z1,...,z,
navzajem ruznych proménnych, mezi kterymi jsou vSechny volné proménné A resp. vSechny
proménné termu t.

F.1.0 Substituce, instance

F.1.0.1 Vlastnosti substituci a instanci

1. Dokazte: - (Vo)A < (Vy)Az[y], pokud y nenf volna v A a je substituovatelnd za z do A.
Speciédlné tedy plati: (Vo)A & (Vy)As[y], nema-li y vyskyt v A.

Reseni: Oznacme A,[y] jako A’. Oba piedpoklady o z,y v A zarucuji, ze volny vyskyt y
v A’ je prévé tam, kde je volny vyskyt x v A. Tedy = je substituovatelné za y do A" a A} [r]

je A.

(1) F(Vy) A" — Ay[x] (AxS)
(2) H(Vy)A' — A (pfepis)
(3) F(Vz)A —» A (AxS)
(4) F(Vy)A" — (Vz)A (PZVY na (2))
(5) F(Vz)A — (Vy)A’ (PZY na (3))
(6) F(V2)A o (Vy) As[y] (PK na (4) a (5))

Pripisek: Ukazme si ty substituce na piikladu, méjme formuli:
A=2=0-=(y)(y#0)

Méme splnéné oba predpoklady (y neni volnd v A a y je substituovatelnd za z). A’ je tedy
tvaru:
A=y =0- =y (y#0)

Proménnd x je zfejmé substituovatelna za y, ¢imz dostaneme:

A=z=0— —-y)(y #0)

2. Dokazte:
(Voo xn)A = Agy g [t -t

Reseni: Pro kazdé i =1,2,...,n plati

(*) = (in,.’ﬂi_;,_l,...,.’bn)A—)A



Toto tvrzeni dokdzeme pomoci indukce:

(7) o (VI’i7Ii+17...,ZL'n)A — (V$i+1,...,$n)A (AXS)
(8) F (VZig1,...,z0)A > A (indukéni predpoklad)
(9) F (Yo, @i, .., 20)A —> A (PTIna (1) a (2))

Dokazované tvrzeni plyne z (*) pomoci véty o instancich:

(1) F((Vzy,...,z,)A — A) by tn] (VI na (*))
(2) F(Va1, .. xn)A = Apy o a [t tn] (viz vysvétleni nize)

wlwn;a:n[

Pfechod od (1) k (2) je mozny proto, ze premisa implikace v (1) neobsahuje zidnou z
proménnych x1,...,%, volné - vychazime tedy z definice substituovatelnosti termu do for-
mule.

Pripisek: Zadéni je véta o substituci, jak je uvedeno v tvodni tabulce.

3. Dokazte:
ME Ag 2t ta]le] © M = Ale'],

kde €'(z1/t1[€e], - .., zn/tnle€])-

Reseni: Indukei podle slozitosti A. Pro A atomickou a spojky — a — to je jasné. Indukéni
krok pro A tvaru (Vz)B:

ME Az, 20 [t ta][€]

M E By, .. 2, [t1,---,tn][e(z/a)] pro kazdé a € M (definice spliiovéni)
M & Ble(z/a)
M = B[e/(z/a)] pro kazdé a € M (viz vysvétleni nize)
M & (Vx)B[e'] (definice spliiovani)
M E Ale'] (ptepis)

pro kazdé a € M (indukén{ predpoklad)

—_

(I A

Treti ekvivalence plyne z €/(z/a) = e(x/a)’, coz plati v disledku toho, ze x neni v ¢; diky
substituovatelnosti! ¢; za x; do A.

Piipisek: Kompletni dikaz je mozno najit ve skriptech Jana Pelce, str. 28, lemma 8.12

F.1.0.2 Vlastnosti instanci - protipfriklady

1.
i (Vo)A — AL,

je-li AL vysledek nahrazeni kazdého volného vyskytu x v A termem t.
Reseni: Podle véty o tplnosti predikatové logiky stact: (M, PMY & (Vo)A — AL, kde:

o Aje (3y)P(z,y)
o M = {a,b}
o PM = {{a,b),{b,a)}

e volime t =y

Pripisek: Al neni to samé, co substituovatelnost termu ¢ za proménnou x do formule A.

'Protoze A je tvaru (Vz)B.



M Alfe] & M = Ale'],

kde ¢/ = e(z/t[e]) a Al je vysledek nahrazeni kazdého volného vyskytu z v A termem ¢.

Reseni: Protipiiklad je nésledujici:

A bud (y)P(x,y)

t bud y; tedy A% je (3y)P(y, y)

M = {a,b}

PM = {(a,b),<b, ap}

Méjme e(x) = a,e(y) = b a e'(z) = b = € (y). Pak (M, PM) = A[e'], ale (M, P b AY]e].

THAt] » T+ A,
kde T je jista teorie v jazyce (M, P,cy - P je unarni predikdt, ¢ konstanta.

Reseni: Protipiiklad je nésledujici:

Bud T = {P(c)}

Bud M = (M, PM My =T, kde PM # {cM}
Bud A = P(x)

e Budt=c

Pak M = P(c), ale M i P(x)

F.1.1 Varianta
F.1.1.1

Definice: Rikdme, 7e formule A’ je variantou formule A, jestlize A’ vznikne z A postupnym
nahrazenim podformuli tvaru (Qz)B formulemi (Qy)B;[y], kde y neni volna proménna ve formuli

(Qx)B.
Bud'te z,y, z, u rzné proménné, @ kvantifikdtor. Odpovézte a uvedte divod, zda plati:
B je varianta A.
1. A=(Qr)(zx<yv (F2)(z=y & z#2)), B=(Q2)(z<yv (I2)(z=y & z # 2))
Reseni: Ne. z nenf substitovatelné za = do A.
Pripisek: Protoze existuje podformule A ve tvaru (32)C takova, ze  mé v C volny vyskyt.
2.4=Qr)(z<yv(V2)(z=y & 2#1)), B=(Qy)ly<yv (V2)(z=y & z#y))
Reseni: Ne. y je volna v A.
3 A=)z <yv (3F)(z=y & z#2)),B=(Qu)(u<yv () (z=y & z+#u))

ReSeni: Ano. u neni volnd v A a je substituovatelnd za x do A.



F.1.2 Dokazatelné, vyvratitelné a nezavislé formule

F.1.2.1 Dokazatelnost jednoduchych formuli

Bud'te P, R rizné unarni predikatové symboly. Odpovézte, zda uvedend formule je:
dokazatelnd (D) / vyvratitelnd (V) / nezavisla (NZ)
a uved'te divod.
1. P
Reseni: NZ. (1,00 -P,{1,1) P
Pripisek: (1,0) zde znaci model jehoz interpretace (realizace) je:

e M =1 = {0} ...jednoprvkovd mnozina, ze je jejim prvkem zrovna nula neni p#ili§

podstatné
o PM — o
2. P> R

Reseni: NZ.
e (2,0,2) P — R ...Premisa (P) je vzdy nesplnéna.
e (2,205 = —(P — R) ...Premisa (P) je vzdy splnénd, zaveér (R) je vSak vzdy nesplien.
Pripisek: (2,0,2) zde znaci model jehoz interpretace (realizace) je:
o« M =2={0,1}
o PM = ¢z
o RM = {{0}, {1}
3. P> (R— P)
Reseni: D. Je to tautologie (instance axiomu A1).
4. (3x)P(x)
Reseni: NZ.
e (1,0) = —(3x)P
e (1,1) = (Fx)P
5. P(x) v (3z)—P(x)

Reseni: D. Formule je logicky ekvivalentni s (V)P — P, coz je axiom substituce.

Pripisek:
(1) P(x) v (3z)—P(z)
(2) < —P(z) > (3z)—P(x) (zkratky)

Formule (2) neni nic jiného nez instance ”dudlni verze”axiomu specifikace (viz tabulka v
prvni kapitole).



F.1.2.2 Nezavislé formule v modelu

1. Bud A formule P — (Vz)P, kde P je unarn{ rela¢n{ symbol. V prévé kterych modelech?
(M, PM neplati A ani —A?

Reseni: Prave, kdyz 0 = PM = M.

Piipisek: Pokud bude splnéno 0 # PM # M, pak pro danou realizaci jazyka (pojem model
mi zde obsahové nesedi) budou vzdy existovat ohodnoceni e a e’ takova, ze (M, PM) = Ale]
ale (M, PMY it Ale'].

2. Bud A formule z = ¢, kde ¢ je konstantni symbol. V pravé kterych modelech (M, ™,
neplati A ani —A?

Reseni: Prave kdyz |M| > 1.

Pripisek: Pokud bude |M| > 1, pak bude existovat pravé jedno ohodnoceni e, pro které
bude platit e(z) = ¢, pro jedno ohodnoceni bude tedy formule splnéna pro zbyvajici ne,
tedy formule je nezavisla.

3. Bud A formule P — (Vz)R, kde P,R jsou rtzné unéarni predikdtové symboly. V prdvé
kterych modelech M = (M, PM RM> neplati A ani —A?

Reseni: Prave, kdyz 0 # PM % M # RM,
Pripisek: Ziejmé plati:
e MEAe PM20aRM £ M,
—_— —

#1 #2
o Mk —A <« PM % M nebo RM = M.
#3 #4

Aby byla formule A nezavisld, musime spojit podminky #1, #2 a #3 (viz 3).

F.1.3 Protipriklady

F.1.3.1 K vété o dedukci a o dikazu sporem

1.
T, A-rB=»Tr A— B,

kde T' = {(3z) P} je teorie v jazyce (P} s undrnim predikdtem P, A je P(x) a B vhodné.
Reseni:
e Bud B formule (Vz)P(z).
Je dokazatelné T, A — B:
(1) T,P(x) + P(x)
(2) T, P(x) - (VYx)P(x) (PG)

Plati viak T 12 A — B, nebot (M, PM) i P(z) — (Yz)P(z), kdyz 0 % PM = M.

2Pouzil bych radéji pojem interpretace jazyka, jelikoz model je definovéan jako interpretace jazyka L, pii které
je formule pravdivd.
3Podminky #1, #2 a #4 se vylucuji, pro jich nelze pouzit.



Pripisek: V dokumentu [1], 3.44 je uvedeno které jiné formule lze pouzit pro dokdzani
naseho tvrzeni. Jsou to formule, jejichz dikaz zévisi na pouziti pravidla generalizace (coZ se
dédle napf. vyuzije pro pouziti pravidla zavedeni V).

T,—A je spornd teorie == T I A,
kde T' = {(3z) P} je teorie v jazyce {(P) s unarnim predikdtem P a A je vhodné.

Reseni:
e Bud A rovno P.

T,—A je spornd, nebot dokazuje (3z)P & —(3z)P:

(1) T,—~P{ —P (predpoklad)
(2) T,—P - (VYz)—-P (PG)
(3) T,—P+ (3z)P (predpoklad)
(4) T,—P+ (3z)P & (Yz)—P (Pravidlo konjunkce na (2) a (3))
(5) T,—P+ (3z)P & —(3z)P (Prenex (i) + VE)

Diky tautologii (B & —B) — C dostdvame T, —A + C.
Na druhé strané T' £ A, nebot (3z)P I£ P, o ¢emZ svédéi model (2,1) B P.

F.1.4 Tvrzeni o kvantifikatorech

F.1.4.1 Vytykani kvantifikatora
Necht Q znaéi kvantifikator, ' kvantifikdtor ”dudlni”ke Q.
1. (Vz)(A - B) & (A - (Yx)B), nema-li « volny vyskyt v A.
Reseni:
”—” Instance axiomu pireskoku.
”«” Dokazujeme takto:

(1) ~(A— (Vz)B) - (((Vz)B - B) - (A — B)) (tautologie PTT)

(2) —((Vz)B - B) = ((A — (Vz)B) - (A — B)) (véta o zaméné predpokladi®)

3) F(v2)B — B) (AxS)

(4) H(A— (V2)B) - (A — B) ((2), (3) MP)

(5) H(A— (Vz)B) = (Vz)(A — B) (PZY)
2. (3z)(A - B) — (A — (3z)B), nemé-li  volny vyskyt v A.

ResSeni:

”—” Dokazujeme:

(1) F(A-B)—> ((B—- (32)B) - (A— (Az)B)) (tautologie PTT)
(2) +(B— (37)B) - ((A— B) - (A — (37)B)) (véta o zdmeéné piedpokladi®)
(3) +B— (3r)B (?dudlni” verze AxS)
4) H(A—B)—(A—(32)B) ((2), (3) MP)
(5) +(3z)(A—> B) - (A— (Jz)B) (PZ3)

3viz skripta Jana Pelce, véta 3.14



3. (A — (EL’,C)B) — (EL’,C)(A — B)
Resenti:

” —-” Dokazujeme:

(1) (A — B) - (3z)((A — B) (?dudlni” verze AxS)
(2) F—A— (A - B) (V2)
(3) F—A — (3z)(A — B) ((1), (2) PTI)
(4) +B — (A— B) (A1)
(5) +(3z)B — (3z)(A — B) (DK*)
(6) H(—=Av (32)B) — (Jz)(A — B) ((3), (5) PR)
(7) H(—Av (32)B) « (A — (3z)B) (zkratky)
(8) (A — (3z)B) — (3z)(A — B) (VE na (6) se (7))

4. (Qx)(A - B) & ((Q'x)A — B), nemé-li z volny vyskyt v B.

Navod: Uzijte tvrzeni o vytykani kvantifikatoru z konsekventu implikace.

Reseni

(1) = (Qr)(A = B) < (Qr)(=B — —4) (V5)
(2) < (=B — (Qr)—4) (Prenex (ii))
(3) o (=(Qx)—A - B) (V5 a V3,V4)
(4) o ((Q'z)A — B) (vztah mezi V a 3)

5. (Qz)(A$ B) < (A$ (Qr)B), nemd-li « volny vyskyt v A, & je v nebo &.
Navod: Uzijte tvrzeni o vytykani kvantifikdtoru z konsekventu implikace.
Reseni:

(a) Q jeV, & je v. Jsou dokazatelné ekvivalence:

(1) F (Vz)(A v B) & (Vz)(—A — B) (zkratky)
(2) o (A - (Vz)B) (Prenex (ii))
(3) « (Av (Vz)B) (zkratky)

(b) Ostatni vztahy plynou z (a) wzitim + (3z)C o —(Vz)-C, + C < —=C, deMor-
ganovych pravidel a véty o ekvivalenci.
F.1.4.2 Vytykani kvantifikatora - protipriklady
Necht Q znaéi kvantifikdtor, Q' kvantifikdtor ”dudlni”ke Q.
1. £ (Vz)(A — B) — (A — (Vz)B).
Reseni:
e Bud M = (M, PM RM}) kde P, R jsou unérni predikdtové symboly.

e Bud a € P.
4Distribuce Kvantifikdtort, Jan Pelc, lemma 9.9; dusledek PZ3




e Necht plati 0 # PM < RM < M.
Pak M = (Vz)(P - R),M (P — (Vz)R)[a]. Tedy M # (Vz)(P — R) — (P — (Yx)R).
2. 4 (A— (Vz)B) — (Vz)(A — B).
Reseni:
e Bud M = (M, PM RM} kde P, R jsou unarni predikdtové symboly.

e Bud a e M\PM.
e Necht plati 0 # PM & RM.

Pak

e Mk (P — (Yx)R)[a] .. .jelikoz neni splnéna premisa
o M (V2)(P > R)

Tedy M £ (P — (V2)R) — (Yz)(P — R).
3. ¥ (3z)(A - B) - (A - (3z)B).
Reseni:
e Bud M = (M, P RM} kde P, R jsou unarni predikitové symboly.

e Bud ae PM.
e Necht plati 0 # PM ¢ M, R = 0.

Pak

e M= (3z)(P — R) ...protoze existuje a € M\PM
e Mt (P — (3z)R)[d] ... protoze je a € PM

Tedy M ¥ (3z)(P — R) — (P — (3x)R).

F.1.4.3 Vlastnosti kvantifikatoru
1. Dokazte syntakticky, pficemz @ znaci kvantifikdtor:

F(Qz)(A & B)— (Qr)A & (Qz)B

Reseni: Nechf viechny volné proménné formuli A, B kromé z jsou mezi 1, . . ., <, nechf
1, ..., Cp jsou nové konstantni symboly, A’ je Az, z.[c1,--.,¢n], B'je Bay,.. xnC1s- -, Cn)-
(1) A & B') - A (PK (tautologie))
(2) A" & B')— B’ (PK (tautologie))
(3) H(Qz)(A" & B') — (Qu)A’ (PDQ na (1))
(4) H(Qz)(A" & B') — (Qu)B’ (PDQ na (2))
(5)  (Qu)(A” & B') H(Qu)A’ ((3) VD)
6)  (Qu)A" & B') H(Qx)B ((4) VD)
(1) (Qu)(A” & B') H(Qx)A" & (Qz)B’ (PK na (5), (6))
(8) HQz)(A" & B') - (Q)A" & (Qz)B' ((7) VD)
(9) H(Qz)(A & B) — (Qr)A & (Qx)B ((8) VK)

2. Dokazte syntakticky, pficemz @ znaci kvantifikdtor:
F(Vx)A & (Vz)B — (Vz)(A & B)



Reseni: Necht vsechny volné proménné formuli A, B kromé x jsou mezi 1, ..., %,, necht

1, - .., Cp jsou nové konstantni symboly, A’ je Az, .z [c1,--.,¢n], B'je Bay,.. wn[C1s- -, Cn)-
(1) (Va)A" & (Vz)B' A’ (AxS + MP)
(2) (Vz)A" & (Vz)B' B’ (AxS + MP)
(3) (Vo)A" & (Vz)B'+HA" & B’ (PK na (1) a (2))
(4) (Vo)A" & (Vz)B' +—(Vz)(A" & B') (PG)
(5) F(Vz)A" & (Vz)B' — (Vx)(A" & B') (VD)
(6) F(Vz)A & (Vz)B — (Vx)(A & B) (VK)

3. Dokazte syntakticky:
F (Vz)(A & B) & (Vo)A & (Vz)B, + (3z)(A v B) & (3x)A v (z)B
Navod: i) + (Qz)(A & B) — (Qx)A & (Qz)B,ii) + (VYx)A & (Vz)B — (Vz)(4A & B)
Reseni:

(a) Prvni formule:

(1) F(Vz)(A & B) —» (Vz)A & (Vz)B (piiklad 1., tj. hint i) )
(2) F(Vz)A & (Vz)B — (Vx)(A & B) (piiklad 2., tj. hint ii) )
(3) F(Vz)(A & B) « (Vo)A & (Vx)B (PK (1) a (2))

(b) Druhé formule plyne z prvni uzitim (Negace Implikace (NT)):
THC—-C < T+ —=C"— =C (coz plyne z PTT) a VE.

1) - —(Y2)(A & B) o ~((¥2)A & (Va)B) (N1)
(2) F —(Vz)(A & B) & —=(Vz)~(—A v —B) (deMorgan)
(3) < (Iz)(—A v —B) (zkratky)
(4) —((V2)A & (Vz)B) & —(Vx)A v —(Vz)B (deMorgan)
(5) o (z)—A v (3z)—-B (zkratky)
(6) F (3z)(-Av —B) & (3z)—A v (3z)—-B

Formule (6) plyne z toho, 7Ze jsme dokézali ekvivalentnimi dpravami obé strany formule
(6) z jiz dokdzaného tvrzeni. Formuli (6) si navic miizeme pozménit®, tak Ze podformule
tvaru — B zaménime za B, ¢imz dostaneme zadané.

4. Dokazte syntakticky:
F(3z)(A & B) - (Ix)A & (32)B, + (Vo)A v (V2)B — (Vz)(A v B)
Navod: i) - (Qz)(A & B) — (Qx)A & (Qz)B,ii) + (Vx)A & (Vz)B — (Vz)(4A & B)
Reseni:
(a) Prvni formule: Pi{mo plyne z hintu i)

(b) Druhé formule plyne z prvni uzitim (Negace Implikace (NT)):
THC—-C' <Tt+ —=C"— =C (coz plyne z PTT) a VE.

5. Dokazte syntakticky: — (Vz)(Vy)A & (Vy)(V2)A, - (Fz)(Fy)A < (Fy)(Tx)A

ResSeni:

5Tim vlastné vytvaiime instanci dané tautologie.
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(a) Prvni formule:

(1) = (V) (Vy)A — (Vy)A

(2) F(Vy)A — A

(3) F(Vz)(vy)A — A

(4) F(Vz)(Vy)A — (Vo)A

() = (V) (Vy)A — (Vy)(Va) A

Ze symetrie plyne druhd implikace. Pomoci PK

pak plyne tvrzeni.

y)A o =(Vy) (Vo)A
YA < (Iy)=(Vr)A
y)—A o (3y)(3x)-A

(b) Druhd formule plyne z prvni formule uzitim NI a VE:
(1) FE2)(VyA e (Vy)(Vo)A < = —(Vo)(¥
(2) < = (3z)=(V
3) < - (3r)(3
(4) < + (J2)3

V kroku (4) jsme provedli stejnou tivahu jako v

6. Dokazte syntakticky, pricemz @) znaci kvantifikator:
F (3z)(Yy)A — (Vy)(3x)A,

ResSeni:

(a) Prvni formule:

(1) FA— (3x)A

(2) ~(Vy)A — (Vy)(3z)A

3) ~(32)(Vy)A — (Vy)(3x)A
(b) Druhd formule. Q bud V.

1) (¥2)A - A

(2) FA— (Vo)A

(3) F(Vz)A & A

y)A o (Fy)(3z)A

prikladu 3.

F (Qx)A < A, neni-li x volnd v A.

(VS)
(PDV)
(PZ3)

(AxS)
(PZV)
(PK na (1) a (2))

Pro @ rovno 3 plyne tvrzeni z dokdzaného uzitim NI a VE.

7. Dokazte:
Azlt] <

neni-li  obsazeno v termu ¢.

Resenti:
(1) F(Vo)(z =t —> A) > (t =t — A.[t])
(2) Ht=t—> ((Vz)(z =t > A) - A, [t])
(3) Ht=t
(4) F(Vz)(z =1 — A) > Ag[t]

6ptredpoklads se substituovatelnost ¢ za = do A
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(Va)(z =t — A),

(AxS®
(Zédmeéna predpoklada
(Axiom identity

(M

)
)
)
P)

(NT)

(Prenex (i))
(Prenex (i))



(1) Ht1=81>ta=52—> - >ty =5, = (A[t1,...,tn] © A[s1,...,5n]) VR7)
(2) Fz=t— (Ao Alt]) (z (1))
() FA[t] > (=t — A) (zP)
(4) HALt] > (Vo)(x =t > A) (PZVY)

V kroku (4) jsme vyuzili pfedpokladu, ze kterého plyne, ze 2 nenf volnd v A,[t].

8. Dokazte:

ALlt] &

neni-li  obsazeno v termu ¢.

Reseni:

Azx)(z =t & A),

” -7 PT bude znacit pfedpoklad tvrzeni.

(1) FE=t & Agft]) - Qz)(z =t & A) (AxS a PT)
(2) Ht=t (Axiom identity)
(3) FA[t] = Qz)(z =t & A) (z PT a (2))
(1) Ht1 =81 2ta=83—> - >t, =8, = (A[t1,..., tn] < Alsi,..., sn])  (VR)
(2) Fz=t— (Ao Alt]) (z (1))
() H=t & A) > A[i] (z (2))
(4) F@Ez)(x=t & A) > AL[t] PZ3)

V kroku (4) jsme vyuzili pfedpokladu, ze kterého plyne, ze z nenf volnd v A,[t].

Priklady odjinud

1. Dokazte syntakticky v predikatové logice: (32)(3y)(P(z) v —=P(y))

Reseni:

(1) F(Vz)P(z) — P(7)2[y] (AxS)
(2) (V2)P(z) =P().[y] (VD)
(3) FP(z).[y] — (3z)P(x) (PS)
(4) +(Vz)P(z) — (3z)P(z) ((2),(3) MP, VD)
(5) F(32)P(z) — (y) P(7)2[y] (VV)
(6) +(VYz)P(z) — (Jy)P(y) ((4) VD + (5) MP, VD)
(7) F@z)(P(z) — (3y)P(y)) (Prenex (iii))
(8) F(32)Fy) (P(x) — P(y)) (Prenex (ii))
9) +(32)(Fy) (=P(z) v P(y)) (zkratky)
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